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Resumo 
A Geometria é um ramo da Matemática muito antiga, pois segundo estudos de Brito e Carvalho (2005), 

os primeiros relatos do uso do teste tema da Matemática datam da época dos egípcios e supõe-se que a 

Geometria tinha o significado de “medir terras”, para então fazer a divisão delas. Este trabalho se baseia na 

demonstração e aplicação de um resultado da geometria Plana, chamado de Teorema de Napoleão. O 

Teorema diz que se sobre os lados de um triângulo qualquer 𝐴𝐵𝐶 forem construídos triângulos equiláteros, os 

ortocentros desses triângulos equiláteros formam igualmente um triângulo equilátero. Primeiro, aplicaremos o 

Teorema de Napoleão em um triângulo equilátero e mostraremos que o resultado obtido é a famosa Estrela de 

Davi, símbolo do Judaísmo e está presente na bandeira de Israel. Em seguida, abordaremos as propriedades 

Matemáticas da Estrela de Davi, tais como área e perímetro. 
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Introdução 

Desde a sua descoberta há mais de 150 anos, o teorema de Napoleão fascinou os matemáticos, 
profissionais e amadores. Pelo menos 150 artigos foram publicados dando provas, generalizações, variantes e 
história do teorema. Neste trabalho, aplicaremos o Teorema de Napoleão em um triângulo equilátero e 
mostraremos que o triângulo obtido junto com o original forma a Estrela de Davi. 

 
Primeiramente, vamos nos lembrar do Teorema de Napoleão: 
 
Teorema de Napoleão: Seja um triângulo ∆𝐴𝐵𝐶 qualquer, se em seus lados forem construídos 

triângulos equiláteros, os ortocentros desses triângulos formará um triângulo equilátero. 
 

  
                                     Figura 1: Teorema de Napoleão em um triângulo qualquer 

 
                                                                                       Fonte: O autor 

 Se aplicarmos o Teorema de Napoleão em um triângulo equilátero, o resultado ainda continua sendo 
outro triângulo equilátero, nosso propósito é mostrar que os dois triângulos são congruentes e calcular sua área 
e perímetro. 
 
Metodologia 

O trabalho faz parte de uma atividade de pesquisa do Programa de Educação Tutorial (PET) com o 
objetivo de aprofundar os conhecimentos em geometria. Foi desenvolvido através de seminários, discussões e 
aborda o Teorema de Napoleão e propriedades matemáticas encontradas na famosa Estrela de Davi. O 
primeiro passo foi entender o conceito do Teorema de Napoleão e sua demonstração. Através de análise e 
discussões observamos que ao aplicarmos o teorema em um triângulo equilátero nos resultará na famosa 
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Estrela de Davi. O próximo passo foi analisar e provar, através de demonstrações, propriedades existentes na 
Estrela. 
 
Resultados e Discussão 
 

Seja ∆𝐴𝐵𝐶 um triângulo equilátero de lado 𝑙, ao aplicarmos o Teorema de Napoleão, encontraremos 

um novo triângulo equilátero ∆𝑋𝑌𝑍 como mostrado na figura 2: 

 
Figura 2: Teorema de Napoleão 

                                         
 
Fonte: O autor 

                                                           

Observemos que os triângulos ∆𝐴𝐵𝐶 e ∆𝑋𝑌𝑍 estão em posições opostas (Figura 3). Vamos provar que 
os dois triângulos são congruentes. 

Temos que, utilizando propriedades dos triângulos equilátero e da mediana de um triângulo, temos 

(figura 2): 

|𝐴𝑋̅̅ ̅̅ | =
√3

3
|𝐴𝑀̅̅̅̅̅|, 

|𝐴𝑍̅̅ ̅̅ | =
√3

3
|𝐴𝐶̅̅ ̅̅ |. 

Dessa forma, temos que: 

|𝐴𝑋̅̅ ̅̅ |

|𝐴𝑀̅̅̅̅̅|
=

|𝐴𝑍|̅̅ ̅̅ ̅

|𝐴𝐶|̅̅ ̅̅ ̅ =
√3

3
 

e ainda, como 𝑍𝐴�̂� ≡ 𝑀𝐴�̂� = 120°, obtemos que os ∆𝑀𝐴𝐶 e ∆𝑍𝐴𝑋 são semelhantes, e portanto: 

|𝐴𝑋̅̅ ̅̅ |

|𝐴𝑀̅̅ ̅̅̅|
=

|𝐴𝑍̅̅ ̅̅ |

|𝐴𝐶̅̅ ̅̅ |
=

|𝑍𝑋̅̅ ̅̅ |

|𝑀𝐶̅̅̅̅̅|
=

√3

3
.   

Agora,  
|𝑍𝑋̅̅ ̅̅ |

|𝑀𝐶̅̅̅̅̅|
=

|𝐴𝑍̅̅̅̅ |

|𝐴𝐶|
↔ |𝑍𝑋̅̅ ̅̅ ||𝐴𝐶̅̅ ̅̅ | = |𝐴𝑍̅̅̅̅ ||𝑀𝐶̅̅̅̅̅|, 

mas, |𝐴𝑍̅̅ ̅̅ | =
√3

3
|𝐴𝐶̅̅ ̅̅ |, então, 

|𝑍𝑋̅̅ ̅̅ ||𝐴𝐶̅̅ ̅̅ | =
√3

3
|𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ||𝑀𝐶̅̅̅̅̅| ↔ |𝑍𝑋̅̅ ̅̅ ||𝐴𝐶̅̅ ̅̅ | −

√3

3
|𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ||𝑀𝐶̅̅̅̅̅| = 0 

                                    ↔ |𝐴𝐶̅̅ ̅̅ | (|𝑍𝑋̅̅ ̅̅ | −
√3

3
|𝑀𝐶̅̅̅̅̅|) = 0 ↔ |𝑍𝑋̅̅ ̅̅ | =

√3

3
|𝑀𝐶̅̅̅̅̅| ↔ |𝑀𝐶̅̅̅̅̅| =

3√3

3
|𝑍𝑋̅̅ ̅̅ |                         (∗) 

Sendo W ponto médio de |𝐴𝐵̅̅ ̅̅ |, então |𝐶𝑊̅̅ ̅̅ ̅| e |𝑀𝑊̅̅ ̅̅ ̅̅ | são a altura relativa dos triângulos ∆𝐴𝐵𝐶 e ∆𝐴𝐵𝑀 

respectivamente, e como o ∆𝐴𝐵𝐶 é equilátero, temos que: 

|𝐴𝑊̅̅ ̅̅ ̅| =
1

2
|𝐴𝐵̅̅ ̅̅ | =

1

2
|𝐴𝐶̅̅ ̅̅ |. 

 

Logo, pelo teorema de Pitágoras, temos: 

Figura 3: Estrela de Davi 

 

Fonte: O autor 

 



71ª Reunião Anual da SBPC - 21 a 27 de julho de 2019 - UFMS - Campo Grande / MS 
 

3 

|𝐴𝐶̅̅ ̅̅ |2 = |𝐶𝑊̅̅ ̅̅ ̅|2 + |𝐴𝑊̅̅ ̅̅ ̅|2 ↔ |𝐴𝐶̅̅ ̅̅ |2 = |𝐶𝑊̅̅ ̅̅ ̅|2 +
1

4
|𝐴𝐶̅̅ ̅̅ |2 ↔ |𝐴𝐶̅̅ ̅̅ |2 (1 −

1

4
) = |𝐶𝑊̅̅ ̅̅ ̅|2 ↔

3

4
|𝐴𝐶̅̅ ̅̅ |2 = |𝐶𝑊̅̅ ̅̅ ̅|2            

↔
√3

2
|𝐴𝐶̅̅ ̅̅ | = |𝐶𝑊̅̅ ̅̅ ̅| (𝐼) 

e ainda, sendo W também ponto médio de 𝑀𝐶̅̅̅̅̅, temos de (∗) que: 

|𝐶𝑊̅̅ ̅̅ ̅| =
1

2
|𝑀𝐶̅̅̅̅̅| =

1

2
∙

3√3

3
|𝑍𝑋̅̅ ̅̅ | =

√3

2
|𝑍𝑋̅̅ ̅̅ | (𝐼𝐼)   

 

Assim, de (𝐼) e (𝐼𝐼), temos 

√3

2
|𝑍𝑋̅̅ ̅̅ | =

√3

2
|𝐴𝐶̅̅ ̅̅ | ↔ |𝑍𝑋̅̅ ̅̅ | = |𝐴𝐶̅̅ ̅̅ | 

 

∴ ∆𝑋𝑌𝑍 ≡ ∆𝐴𝐵𝐶 

 

Os triângulos menores na estrela são equiláteros? 

Seja 𝑊 o ponto médio do segmento 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , assim, 𝐶𝑊̅̅ ̅̅ ̅ será a altura relativa do triângulo ∆𝐴𝐵𝐶, e sabendo 

que 𝑋𝑊̅̅ ̅̅ ̅ é colinear a 𝑋𝐶̅̅ ̅̅ , pois temos que 𝑋 é o ortocentro do triangulo equilátero gerado pelo lado 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , como 

𝐶𝑊�̂� = 90°, consequentemente 𝑋𝑊�̂� = 90°. Dessa mesma forma, a bissetriz do ∆𝑋𝑌𝑍 relativa ao ângulo 𝑍𝑋�̂� 

também será colinear ao segmento 𝑋𝑊̅̅ ̅̅ ̅, assim teremos que o ângulo 𝑊𝑋�̂� = 30°, assim sendo o ângulo 

𝑋𝑅�̂� = 60°, logo 𝑄𝑋�̂� = 𝑋𝑅�̂� = 𝑅𝑄�̂� = 60°. Portanto, o triângulo menor ∆𝑄𝑋𝑅 é equilátero. Analogamente, 
teremos que os 6 triângulos menores serão equiláteros. 

Como vimos, os ângulos 𝑊𝑋�̂� = 𝐶𝑋�̂� = 30° e ainda, da mesma forma, obteremos que o ângulo 

𝑊𝐶�̂� = 𝑋𝐶�̂� = 30°, então 𝐶𝑋�̂� + 𝑋𝐶�̂� + 𝐶𝑆�̂� = 180° ↔ 𝐶𝑆�̂� = 120°. Portanto, semelhantemente teremos que 
todos os ângulos internos do hexágono central serão de 120°, ou seja, o hexágono central da estrela será um 
hexágono regular. Dessa forma, temos que os triângulos equiláteros menores possuíram o mesmo tamanho. 

 
Área e perímetro da estrela: 
Seja um triângulo ∆𝐴𝐵𝐶 equilátero de lado 𝑙, logo como vimos, ao aplicarmos o teorema, nos resultará 

na Estrela de Davi, que se decompõe em 6 triângulos menores equiláteros e 1 hexágono regula central. 
Seja o lado AB do triângulo (figura 3), logo o lado  é dividido em 3 triângulos menores, como os 

triângulo possuem o mesmo tamanho, então o lado de cada triângulo menor será 
𝑙

3
. Então, o perímetro da 

estrela será:  

𝑃∗ = 12.
𝑙

3
= 4𝑙 

Como vimos, a estrela é formada por 2 triângulos iguais com posições opostas, então a área da estrela 
é formada pela a área dos dois triângulos maiores menos a área hexágono central. Logo, como o lado do 

hexágono mede 
𝑙

3
 e 

√3𝑙

2
 a altura dos triângulos maiores. Então: 

𝐴∗ = 2

√3𝑙2

2
2

−
3 (

𝑙
3)

2

√3

2
=

√3𝑙2

3
  

 

 
 Conclusões 

 A geometria possui resultados fascinantes que prendem a atenção dos que a estuda. Neste trabalho, 
relacionamos o Teorema de Napoleão com conceitos de semelhança e congruência de triângulos e, além 
disso, foi possível associar o resultado com a estrela de Davi, tornando assim um trabalho interdisciplinar. O 
teorema pode ser aplicado agora nos triângulos menores sucessivamente e assim obter um fractal, que é 
objeto de nossos estudos atualmente.  
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